Intermezzo: Entscheidungsbiume und Informationsgehalt

In einer Fernsehsendung soll ein Rateteam durch gezielte
Fragen den Beruf eines Kandidaten in Erfahrung bringen
(Abb. 1). Der Kandidat kann auf die Fragen nur mit Ja oder
Nein antworten. Trotzdem schafft es das Rateteam héufig,
mit wenigen Fragen den Beruf zu ermitteln, obwohl es Tau-
sende von verschiedenen Berufen gibt. Dazu stellen sie erst
sehr allgemeine Fragen und verfeinern sie dann schrittweise.

Abb. 1: Beruferaten — Was bin ich?

Zuerst wird hiufig gefragt, ob zur Ausiibung des Berufes
eine Lehre erforderlich ist. Sollte diese Frage mit Ja beant-

wortet werden, konnte man fragen, ob es sich bei dem Beruf Lehre?

um eine Handwerk handelt. Das Frage-Antwort-Spiel lédsst

sich also als eine fortschreitende Verzweigung ansehen, / \\Iem
welche man in einem Baumdiagramm verdeutlichen kann

(Abb. 2). Handwerk?

Ganz dhnlich kann man vorgehen, wenn man einen Gast in
einem Hotel sucht und der Portier nur die Antworten Ja und
Nein geben will. Man fragt zuerst, ob sich der Gast in der
ersten Hilfte aller Zimmer befindet; dies entspricht einer
sehr allgemeinen Frage. Antwortet unser Portier mit Nein,
muss der gesuchte Gast sich in der zweiten Hilfte befinden. Dann teilen wir diese Hilfte
ithrerseits in zwei gleiche Teile und befragen den Portier erneut. So verfahren wir weiter, bis wir
das Zimmer unseres Gastes gefunden haben. Wie beim Beruferaten konnen wir unseren Such-
vorgang auf Ja-Nein-Fragen zuriickfiihren.

-

Abb. 2: Baumdiagramm

Wie viele Fragen dabei insgesamt benotigt werden, hiingt von der Anzahl der Zimmer ab. Wenn
das Hotel 8 Zimmer besitzt, brauchen wir 3 solcher Fragen, um den Gast zu finden, wenn es 128
Zimmer besitzt, brauchen wir 7 Fragen. Allgemein findet man durch m Fragen einen Gast in
einer Gesamtheit von 2" Zimmern. Wenn man umgekehrt aus n Zimmern ein bestimmtes
herausfinden mochte, sind dazu log,(n) Fragen erforderlich. Dabei bezeichnet log, den Logarith-
mus zur Basis 2.

Durch jede Frage und jede Antwort erhoht sich der Kenntnisstand des Fragenden. Die Anzahl
der Ja-Nein-Fragen, welche erforderlich ist, um vom aktuellen Kenntnisstand (hier: Gast
befindet sich in einem bestimmten Hotel.) bis zum gewiinschten Kenntnisstand (hier: In wel-
chem Zimmer befindet sich der Gast?) zu gelangen, bezeichnet man als Informationsgehalt h.
Die Einheit des Informationsgehalts ist 1 bit. 1 bit entspricht also dem Informationsgehalt, der
in der Antwort auf eine Ja-Nein-Frage enthalten ist.

Beachte, dass der Informationsgehalt nicht nur vom gewiinschten Kenntnisstand abhingt,
sondern auch vom aktuellen. Wenn in unserem Beispiel nicht der Hotelname bekannt wire,
sondern nur der Name des Ortes, in welchem sich (neben anderen) unser Hotel mit dem gesuch-
ten Gast befindet, wére der Informationsgehalt grofer.

1 Intermezzo: Entscheidungsbdume und Informationsgehalt



Aufgaben

1. Uberpriife die Beziehung log,(x) = % fiir x = 3 und x = 7. Leite die Formel her.
g

2. Ein Zahlenschloss habe 3 bzw. 4 Ringe mit den Ziffern von 0 bis 9. Wie groB ist jeweils
der Informationsgehalt der Geheimzahl?

Wabhrscheinlichkeit von Nachrichten

Die Nachricht ,,Grundschiiler schlidgt GroBmeister in Schachpartie® wird von einem Zeitungs-
redakteur sicherlich aufgegriffen und in einem Artikel verdffentlicht werden. Dagegen wird die
gegenteilige Nachricht ,,GroBmeister schldgt Grundschiiler in Schachpartie® kaum Aufmerksam-
keit erregen. Offensichtlich wird die erste Nachricht vom Redakteur fiir wertvoller gehalten als
die zweite. Woran liegt das? Ganz offensichtlich tritt die erste Situation im Gegensatz zur
zweiten duflerst selten auf; sie ist sehr unwahrscheinlich.

Tatsdchlich kann man einen Zusammenhang zwischen der Wahrscheinlichkeit p einer Nach-
richt und ihrem Informationsgehalt / herstellen. Fiir den Fall unseres Hotelgastes gelingt dies
folgendermaBen: Wenn wir davon ausgehen, dass alle Zimmer gleich wahrscheinlich sind, ist
bei einer Anzahl von n Zimmern die Wahrscheinlichkeit p = 1/n. Damit gilt fiir den Informa-
tionsgehalt der Nachricht, wo sich unser Gast aufhalt:

_ 1, _ __lgp)
h =log,(=) = -1 = - &
ng(p ) 0g,(p) 12(2)

Diese Formel gilt natiirlich nicht nur fiir den Kenntnisstand iiber unseren Hotelgast, sondern fiir
jede @hnliche Situation.

Bei kleinen Wahrscheinlichkeiten — wie im Fall unseres Grundschiilers, der gegen den GroB-
meister gewinnt — ist der Logarithmus von p eine negative Zahl mit groBem Betrag, der Informa-
tionsgehalt /4 ist demnach sehr groB3. Dies erklirt auch die Reaktion des Redakteurs: Die un-
wahrscheinliche Nachricht hat eben einen groBBen Informationsgehalt; und deswegen lohnt es
sich, sie zu veroffentlichen.

Aufgaben

1. Eine Nachricht hat die Wahrscheinlichkeit 0,1 bzw. 0,001. Wie groB ist ihr Informa-
tionsgehalt?

2. Ein Tresor hat 3 Réder mit je 24 Buchstaben. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, auf

gut Gliick den richtigen Code einzustellen? Berechne auch den Informationsgehalt des
Zugangscodes.
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Suchbiume und Codes

Ahnlich wie beim Beruferaten lassen sich viele Nach-
richten als das Ergebnis eines Suchbaums wie in Abb. 2
ansehen. Wenn wir statt der Antworten Ja und Nein eine
1 bzw. eine O schreiben, kann die Nachricht auch durch
eine Dualzahl angegeben werden. In Abb. 3 fiihrt z. B.
der markierte Pfad zu der Information ,,F*“. Dieser Pfad
lasst sich auch durch die Dualzahl 101, beschreiben. Da
es bei einem solchen Suchbaum keinen Unterschied aus-
macht, ob man das Ziel oder den Pfad angibt, kann man
101, auch als ein Kodierung fiir die Information ,F*
ansehen. Weil diese Verschliisselung mithilfe von Dual-

zahlen geschieht, spricht man hier von einem biniren
Code.

Derartige Verzweigungsstrukturen findet man an vielen
Automaten, z.B. auch bei Fahrkartenautomaten (Abb. 4).
Einen vereinfachten Fahrkartenautomaten wollen wir
hier etwas genauer unter die Lupe nehmen. Er soll in
Monchengladbach stehen und nur die Ziele Diisseldorf,
Aachen, Viersen und Koln anbieten. Wenn man eine
Karte kaufen mochte, stellt der Automat zuerst die Frage:

Wollen Sie nach Aachen bzw. Koln?

Wir konnen die Antwort Ja oder Nein eingaben. Diese
und die weiteren moglichen Reaktionen des Automaten
siehst du in Abb. 5. Sie zeigt: Jeweils nach genau zwel
Eingaben ist der Zielort erfasst und die entsprechende
Fahrkarte kann (nach Bezahlung) ausgegeben werden.
Wir haben es hier mit einer bindren Kodierung mit fes-
ter Codelénge zu tun.

Moglich sind aber auch Kodierungen mit variabler
Codeliinge, z. B.:

Abb. 4: Am Fahrkartenautomaten

Aachen bzw. KéIn?

A

Aachen? Diisseldorf?

ATA

Aachen Kéln Diisseldorf Viersen

Abb. 5: Durch Verzweigung zum Ziel

Zielort Code | Wahrscheinlichkeit
Aachen 001 0,05

Koln 01 0,3

Diisseldorf 1 0,6

Viersen 000 0,05
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Ein grundlegendes Problem bei Codes mit variabler Lange ist: Woher weifl die Maschine, dass
das Ende des Codewortes erreicht ist? In diesem Fall reicht es aus, der Maschine folgende zwei
Regeln einzubauen:

1. Die Codelédnge ist hochstens 3.
2. Die Ziffer 1 beendet ein Codewort.

Auch wenn die Codes mit variabler Lange komplizierter aussehen, sind sie giinstiger, wenn die
Zielorte nicht gleich hiufig benutzt werden. In unsere Tabelle hat der Zielort Diisseldorf die
Wahrscheinlichkeit 0,6; sein Code ist 1. In diesem sehr hdufigen Fall ist also nur eine einzige
Tastenbetidtigung erforderlich. Dafiir miissen fiir die Ziele Viersen und Aachen, die seltener
gewdhlt werden, jeweils 3 Tastendriicke erfolgen.

Im Mittel ist dies tatsdchlich giinstiger als der Code mit fester Lange 2. Die mittlere Codeldnge
berechnet man, indem man die einzelnen Codeldngen mit den zugehorigen Wahrscheinlich-
keiten multipliziert und die so erhaltenen Produkte addiert:

mittlere Codeldnge = 3-0,05 + 2:0,3 + 1-0,6 + 3-0,05 = 1,5

Damit liegt die mittlere Codelidnge nun deutlich unter der festen Codelidnge 2, die wir zunéchst
benutzt haben.

Fiir die Hersteller von Automaten sind derartige Uberlegungen wichtig, entscheiden sie doch
dariiber, wie schnell ein Kunde im Mittel(!) an sein gewiinschtes Produkt kommt.
Aufgaben

1. Warum ist ein variabler Code fiir das Alphabet sinnvoll? Nenne Buchstaben, welche
einen moglichst kurzen Code erhalten sollten.

2. Besorge dir ein Morsealphabet. Warum kann es neben den Zeichen Punkt und Strich

nicht auf das Pausezeichen verzichten? Welche Buchstaben haben einen langen, welche
einen kurzen Code?
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